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 و توابع بزداریبزدارها 

 

 

 مقدمه

 تاضیٌذ هیي  ٍ جْت  كِ داساي اًذاصُ خَسينتش هياغلة تِ كويتْايي  ...سياؾي ٍ فيضيك ٍ  دس     

. ايیي  ضیًَذ ّاي تشداسي گفتِ هیي ٍ تِ آًْا كويت تغييش هكاى تشداس ػت، ضتاب ٍسشهاًٌذ ًيشٍ، 

تیِ آى تیشداس    ِكی  داس ًویايص داد  اسُ خیف جْیت  تَاى تِ قَس ٌّذسي تا يیك  ی   سا هي ّاكويت

داضیتِ تاضیذ سا    اًیذاصُ كِ فقف حجن ،  ّايي هاًٌذ قَل، هساحتدس هقاتل آى كويتگَيٌذ.  هي

گَيٌذ. دس ايي فػل تِ تؼشيف ٍ خَاظ تشداسّا  شداختیِ ٍ كاستشدّیاي آى سا   هي يكويت اسكالش

 سي ًام يافتِ است. تشسسي تشداسّا آًاليض تشداكٌين. ًيض تياى هي

تَاًذ ٌّذسي يا تحليلیي تاضیذ. دس سٍش ٌّذسیي اتتیذا      سٍش  شداختي تِ آًاليض تشداسي هي     

ِ   داس سا  اسُ  اسُ خف جْت يك ِ   Pاي هاًٌیذ   خكیي اص ًقكی تؼشيیف ٍ ايیي    Qاي هاًٌیذ   تیا ًقكی

سا ًقكِ  ايیاى هیي ًیاهين.     Qًقكِ  سا ًقكِ ضشٍع ٍ Pدّين. ًقكِ  ًطاى هيPQخف سا تا   اسُ

Vتا سا تشداس 


   هي دٌّذ.ًطاى  

 

 

 

 

 
P 

V


 



 احتوالهثاًي ت كاستشدي ٍ یییییییییی   سياؾيایییییییییییییییییییییییییییییییییییییییییییییییییی   2
 

V


 

 بزدارها در صفحه   1-1

ء هختػیات تیِ ًقكیِ    داس اص هثذاخكي جْتتِ غَست  اسُ يك تشداس دس غفحِ . 1-1-1تعزيف 

دلخَاُ  yxA , اػذاد.  ضَدتؼشيف هيxy,  ِ  س سا تیا تیشدا  گَيٌیذ.  ّیاي تیشداس هیي    سا هَلفی

yxAOV ,


 ًطاى هي دٌّذ. 

دس غفحِ ٍ ًقاـ  ,yxتيي تشداسّاي   yx, ِتٌاظش يك تِ يكي ٍجیَد داسد. اگیش   دس غفح

yxV ,


يك تشداس تاضذ ٍ   yxA , گیاُ تیشداس  يك ًقكِ دس غفحِ تاضیذ آىV


سا  تیا   

AOداس هاًٌذ  جْت  اسُ خكي


     ضَد.ُ هيًوايص دادتِ قَس ٌّذسي صيش  

 هاتشيس ستًَي الثتِ تشداس سا تِ غَست









y

x
V


 دٌّذ.   ًيض ًطاى هي 

 

 

 

 

 

اگش  .1-1-1تذکز    
1122

,,, yxAyxB   ِگاُ تیشداس  تاضٌذ، آىدٍ ًقكِ دس غفح

BAV


 ضَد:تِ غَست صيش تؼشيف هي 

1212
, yyxxBAV 


 

 

Oٍ تا  فتِسا تشداس غفش گ آى غفش است يّاكِ ّوِ هَلف0,0ِتشداس  .  2-1-1تعزيف 


ًطاى  

 دٌّذ. هي

yxV اگش . 1-1-1 قضیه ,


 ايي تشداس تشاتش است تا: يا قَل گاُ اًذاصُتاضذ، آى تشداسيك  

22 yxV 

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 .اثبات

   

2222 )0()0(

,,0,0

yxyxOAVOAV

yxAO





 

 

3,2Vاًذاصُ تشداس  . 1-1-1مثال 


 تشاتش است تا:  

133)2( 22 V


 

 

اگش.  3-1-1تعزيف 
11

,
1

yxV 


  ٍ
22

,
2

yxV 


 گاُ:آى 

2121
,

21
yyxxVV 


 

                     
2121

,)(
2121

yyxxVVVV 


   

 

1,3 اگش . 2-1-1مثال 
1

V


  ٍ5,4
2

V


 گاُ:آى 

4,151,43
21

VV


 

6,751,43)(
2121

 VVVV

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2
V
 21

VV


 

21 VV


 

 :كٌيناص اضكال صيشاستفادُ هي تفاؾل دٍ تشداس، هجوَع ٍ  تشاي تؼثيش ٌّذسي . 2-1-1تذکز 

 

 

 

 

 

 

yxVيك اسكالش )ػذد حقيقي( ٍ cاگش . 4-1-1تعزيف  ,


 گاُ :تاضذ آىيك تشداس  

cycxyxcVc ,, 


 

 

yxVاگش  .3-1-1مثال  ,


   :يك اسكالش تاضذ، ًطاى دّيذ cتشداسي دلخَاُ ٍ  

  OV 


0     ٍ    OOc  

 حل.

OyxyxV  0,00,0,0)(0


 

 

OcccOc  0,00,00,0)( 

 

اگش .  2-1-1قضیه 
123

,, VVV


cd،سِ تشداس دس غفحِ   گیاُ جویغ   آى ،تاضٌذ اسكالش دٍ ,

 تشخَسداسًذ:  ريل اص خَاظ يتشداسي ٍ ؾشب اسكالش

     1 )
1221

VVVV


         )قاًَى جوغ  زيشي(   

     2 ))()(
321321

VVVVVV


  )قاًَى ضشكت  زيشي( 

     3 )VVOOV


     (اثش جوغ )ػؿَ تي 
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     4 )  OVV


      )قشيٌِ جوؼي( 

     5 )   VdcVcd


     (ي)ضشكت  زيشي اسكالش   

     6 )
2121

VcVcVVc








     زيشي( )قاًَى  خص  

     7 )  VdVcVdc


  )قاًَى  خص  زيشي( 

     8) VV


1  اثش ؾشب اسكالش( )ػؿَ تي 

     9)  VcVc


 

 

0,1iتِ دٍ تشداس  .های يکه(ر)بزدا5-1-1تعزيف 

  ٍ1,0j


كِ قَل آًْا يك  

 گَيٌذ.  تاضذ، تشداسّاي يكِ هي هي

 

yxVتشداس  . 3-1-1تذکز  ,


   تَاى تِ غَست تشكية خكي تشداسّاي يكِ ًطاى داد: سا هي 

jyixyxyyxV


 1,00,1,0 x,0, 

 

 

yxVتشداسيكِ ّوجْت تا تشداس  .)بزدار يکه همجهت( 6-1-1تعزيف  ,


uسا تا  

ًطیاى   

  كِ دس آى: دّين هي

j

yx

y
i

yx

x
j

V

y
i

V

x
u









2222 





 

 

1,4اگییش   .4-1-1مثااال 
1

V


  ٍ3,3
2

V

گییاُ تییشداس يكییِ ّوجْییت   آى 

21
VV


 سا تياتيذ  . 
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 حل.

jiVV


22,131,34
21

 

jiu

VV





5

2

5

1

521 22
21





 

 

 اگیش   .)ضزب داخلی(6-1-1تعزيف 
111

, yxV 


  ٍ
222

, yxV   دس  دٍ تیشداس

گاُ حاغلؿشب داخلي ايي دٍ تشداس سا تا غفحِ تاضٌذ، آى
21

VV


   ٍ ِصيیش  تیِ غیَست  ًَضیت 

 كٌين:   تؼشيف هي

212122112
,,

1
yyxxyxyxVV 


 

 

3,2اگش  .5-1-1مثال 
1

V


  ٍ2,1
2

V


 گاُ : آى 

8622,13,2
21

VV


 

 

ijداخلي تشداسّاي يكِ حاغلؿشب  .4-1-1تذکز 


 است:  صيشتِ غَست   ,

1 jjii


 

0 ijji


 

اگش  .3-1-1قضیه 
123

,, VVV


 گاُ:  سِ تشداس دس غفحِ تاضٌذ آى 

1 )
12 21

VVVV


      زيشي(   )قاًَى تؼَيؽ  

2 )
32321 21

VVVVVVV








       زيشي(   )قاًَى  خص  
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 صاٍيِ تيي دٍ تشداساگش . 5-1-1تذکز 
12

,VV


 ُ    گاآى، تاضذ  

cos.
2121

VVVV


 

 

jiVصاٍيِ تيي دٍ تشداس .6-1-1مثال 


23
1

  ٍjiV


 2
2

 سا تياتيذ.  

 حل : 

 13)2(3 22
1

V


 ,      5122
2

V


 

4261,22,3
21

VV


 

 cos5134cos
2121

 VVVV


 

65

4
cos 1 

 

دٍ تشداس  . 8-1-1تعزيف 
12

,VV


تاضیذ   ساسیتاّاي آى دٍ هیَاصي  ّشگیاُ   سا هیَاصي گَيٌیذ،   

 يؼٌي:  

12
VcV


 يا 
21

VcV


 

 

4,31دٍ تشداس  : 7-1-1مثال  V  ٍ1,
4

3
2 V :هَاصيٌذ صيشا 

 حل:

2121
41,

4

3
44,3 VVVV


 
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دٍ تشداس  .9-1-1تعزيف 
12

,VV


تش ّن ػوَدًذ ّشگاُ صاٍيِ تيي ايي دٍ تیشداس   
2


س تاضیذ. د  

 تشاتش غفش است: دٍىآ ست حاغلؿشب داخليايي غَ

0
2

cos
21221 1




VVVVVV


 

 

5,4ًطییاى دّيییذ كییِ دٍ تییشداس  : 8-1-1مثااال 
1

V


  ٍ8,10
2

V


تییش ّیین  

 ػوَدًذ.  

 حل.

0
221 1
 VVVV


 

040408,10.5,4
21

VV

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 1-1 تمزينات

ِ تشاي دٍ ًقك -1   3,2,5,4  ABتشداسّايBAAB


 سا هطخع كٌيذ. ,

 :سئَس آى تاضذ صيشهساحت هثلثي سا تياتيذ كِ ًقاـ  -2

     1,6,5,2,1,2  CBA 

jiVjiVاگش  -3 3,24
12




 :ستاگاُ هكلَبتاضذ، آى 

21
VV

u 



  ٍ

21
2 VV

u 



 

 سا ثاتت كٌيذ. 2 -1 -1 قؿيِ -4

 سا ثاتت كٌيذ 3 -1 -1قؿيِ   -5

5,1,1,2صاٍيِ تيي دٍ تشداس  -6
12

 VV


 سا تياتيذ.   

jiVjkiVاگش  -7 23,2
12




   يك اسكالش است،  kدٍ تشداس تاضٌذ كِ دس آى  

 گاُ : آى     

 ّايسا قَسي تياتيذ كِ تشداس kالف( هقذاس       
12

,VV


 تش ّن ػوَد تاضٌذ.   

سا قَسي تياتيذ كِ تشداس  kب( هقذاس       
12

,VV


 تا ّن هَاصي تاضٌذ.   

2,3,1,4,3,8اگش  -8
123  VVV


 سا  ,hkگاُ اسكالشّايآى 

321 قَسي تياتيذ كِ      VVkVh


 

 

 

 

 

 

 



 احتوالهثاًي ت كاستشدي ٍ یییییییییی   سياؾيایییییییییییییییییییییییییییییییییییییییییییییییییی   11
 

 z 

x 

y 

 

 3Rبزدارها در فضای سه بعدی  1-2

      R  2، يا فؿاي يك تؼذي حقيقي هجوَػِ اػذادساR غفحِ يا فؿاي دٍ تؼذي سا  ِ ٍ  گفتی

تِ غَست  RyxyxR   .ضَدًوايص دادُ هي 2),(|,

 

),,(ّاي هشتیة هجوَػِ ّوِ سِ تايي .1-2-1تعزيف zyx    سیِ   فؿیاي  اص اػیذاد حقيقیي سا

تِ غَست ٍ  گفتِ  3Rتؼذي RzyxzyxR       دٌّذ.هيًطاى  3),,(|,,

),,(سِ تايي هشتة zyxتاضٌذهيًقاـ دس فؿاي سِ تؼذي  ًوايص. 

 z,y,xدس فؿاي سِ تؼذي، سیِ هحیَس   ًقكِ  تشاي ًوايص

تیِ غیَست    گشد هي تاضیذ استستگاُ هختػات سدكِ يك 

 : گشفتِ هي ضَددس ًظش هقاتل 

 

 

 

اي تییِ ًقكییِ xoyا دس غییفحِ شاي ًطییاى دادى يییك ًقكییِ دس آى اتتییذ  تیی . 1-2-1تااذکز

),(هختػات yx  اص آى ًقكِ خكي تش غفحِ  يافتِسا ٍxoy    ِػوَد كشدُ ٍ سٍي خف ػویَد تی

 .  جذا هي كٌين z اًذاصُ

 

ًقاـ . 1-2-1مثال      4,2,1,4,0,2,1,2,0  ABC 3سا سٍي فؿايR ِ غیَست  تی

 :صيشًذ
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اػیذاد حقيقیي دس خی       هحیَس هاًٌذ غفحِ ٍ  3Rهحَسّاي هٌفي دس فؿاي  .2-2-1تذکز 

 . ضًَذ هيدس ًظش گشفتِ  ي هثثتجْت هحَسّا

 

 

 

 

 

 

 

),,(,),,(اگش . 2-2 -1تعزيف cbaAfedB  3دٍ ًقكِ دس فؿايR تاضٌذ، آى ُ  گیا

 ضَد:تِ غَست صيش هحاسثِ هي ABفاغلِ ايي دٍ ًقكِ ٍ هختػات ًقكِ ٍسف  اسُ خف

222 )()()( cfbeadAB  

)
2

,
2

,
2

(
fcebda

M


 

 

)2,1,1(,)4,3,2(اگش .2-2-1مثال   AB 3ؿاي سِ تؼذيدٍ ًقكِ دس فR 

 سا تياتيذ. ABٍ هختػات ًقكِ ٍسف  اسُ خف فاغلِ تيي دٍ ًقكِ گاُتاضٌذ، آى

 حل:

 
53)42()31()21( 222 AB 

)1,1,
2

3
(

2

24
,

2

13
,

2

12








 
M 

 

-x 
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-y y 

z 

-z 
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ًقكِ ثاتت تِ يك فاغلِ كِ اص يك  3Rاص فؿاي هجوَع جويغ ًقاقي .)کُزه( 3-2-1تعزيف

اي كِ گَيٌذ. هؼادلِ كشًُقكِ ثاتت سا هشكض ٍ فاغلِ ثاتت سا ضؼاع كشُ هي گَيٌذ. زهکُتاضٌذ سا 

),,(هشكض آى ًقكِ cba ضؼاع آى ٍr تاضذ تِ غَست صيش است:هي 

2222 )()()( rczbyax  

 
)3,1,2(كِ هشكض آى ًقكِ ٌَيسيذي سا تهؼادلِ كشُ ا .3-2-1مثال   3ٍ ضؼاع آىr 

 تاضذ.

 .حل

2222 3)3()1()2(  zyx 

05624

9961244

222

222





zyxzyx

zzyyxx
 

 

)0,4,9(,)2,6,5(هؼادلِ كشُ اي سا تياتيذ كِ ًقاـ. 4-2-1مثال  AB دٍ سش

 .قكش آى تاضذيك 

 حل.

)59()64()20(310ضَد:   قكش كشُ هي 222 AB 
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V


 

35                           ضَد:ٍ اص آى ضؼاع كشُ هي
22


ABd

r 

)1,1,2(
2

02
,

2

46
,

2

95








 
M 

75)1()1()2( 222  zyx 

 

اس د جْیت اسیت   اسُ خكیي  3Rسِ تؼذي يك تشداس دس فؿاي .(3R)بزدار در 4-2-1تعزيف

هختػات يؼٌي ًقكِ اص هثذاكِ  0,0,0O  ِدلخَاُ تِ ًقك),,( zyxA   كیشدُ  سسن 

zyxVٍ آًشا تا  ,,


 دٌّذ. ًطاى هي 

 

 

 

 

zyxVاًذاصُ تشداس  ّوچٌيي ,,


 آيذ:   هاًٌذ تشداسّا دس غفحِ اص ساتكِ صيش تذست هي  

 

222 zyxV 


 

 

تِ غَست صيش 3Rتشداسّاي يكِ دس فؿاي سِ تؼذي .(3R)بزدارهای يکه در 5-2 -1تعزيف

 :تؼشيف هي ضًَذ

1,0,0k

   ٍ  0,1,0j


  ٍ  0,0,1i


 

گفتِ ضذ، هي تَاى يك تشداس سا دس فؿاي سِ تؼذي ًيض تِ غَست  قَس كِ دس تخص اٍلّواىٍ 

 تشكية خكي اص تشداسّاي يكِ ًَضت. يؼٌي:

kzjyixzyxV


 ,, 
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zyxVهاًٌذ تشداس يك صٍايايي كِتِ  .)سوايای هادی( 6-2-1تعزيف ,,


ّیاي  هحَستیا    

 :آيذ صيش تذست هي اص سٍاتفتِ تشتية  كِگَيٌذ صٍاياي ّادي تشداس ساصد  هي هختػات

V

x


1cos 

V

y


1cos 

V

z
1cos 

 

4,1,2Vصٍاياي ّادي تشداس .5-2-1مثال 


 سا تياتيذ. 

 حل.

21412 222 V


 

21

2
cos 1 

21

1
cos 1 

21

4
cos 1 

 

zyxVتشداس يكِ ّوجْت تا  (.)بزدار يکه همجهت 7-2-1تعزيف ,,


uسا تیا    

ًطیاى   

 دّين كِ دس آى هي

k
V

z
j

V

y
i

V

x
u











 

 

x 

y 

z 

A 

 

 

 

 

V

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6,2,3Vيكِ ّوجْت تا تشداستشداس  .6-2-1مثال


 سا تٌَيسيذ.   

 حل.

749623 222 V


 

kjiu


7

6

7

2

7

3
 

 

اگش  .1-2-1 قضیه cos,cos,cosگاُ:صٍاياي ّادي يك تشداس تاضٌذ، آى 

1coscoscos 222   

 اثبات.

222,, zyxVzyxV 


 

2

222
222

222 coscoscos

V

zyx

V

z

V

y

V

x
















































  

1coscoscos1 222

2

2

 

V

V





              

 داسين: 5-2-1دس هثال .7-2-1مثال

1
21

4

21

1

21

2
coscoscos

222
222 


























  

 

حاغلؿییشب داخلییي دٍ تییشداس .)ضاازب داخلاای( 8-2-1تعزيااف
111

,,
1

zyxV 


  ٍ

222
,,

2
zyxV 


 ضَد:    هاًٌذ ؾشب داخلي تشداسّا دس غفحِ تؼشيف هي 

21212121
zzyyxxVV 


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صاٍيِ تيي دٍ تشداس ٍ اگش 
12

,VV


cosُ    گاتاضذ آى  
2121

VVVV


 

 

 صيش سا تياتيذ: حاغلؿشب داخلي ٍ صاٍيِ تيي دٍ تشداس .8-2-1مثال 

534
2

,,V 


  ٍ543
1

 ,,V


 

   .حل

25251212
21

VV


 

3

2

2

1
cos

cos505025cos. 2121








 VVVV


 

تػیَيش تیشداس   . ) تصويز يک بزدار(9-2-1تعزيف
1

V


سٍي تیشداس 
2

V


اص ساتكیِ صيیش تذسیت     

 آيذ:   هي

22

2

2
1

1 V

V

VV
V






 

 

 

 

4,2,4اگش  . 9-2-1مثال
1

V


  ٍ1,7,2
2

V


گاُ تػَيش تشداس آى 
1

V


سا تحت  

تشداس
2

V


 تياتيذ.   

 :حل

264148
21

VV


 

541494
2

2
V


 

1V


 

2V


 1
V 

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27

13
,

27

91
,

27

26
1,7,2

54

26
1





V


 

 

قشيٌِ تشداس . )قزينه يک بزدار( 11-2-1تعزيف 
1

V


تحت تشداس  
2

V


سا تا  
1

V 


ًطیاى هیي    

 آيذ: تذست هي صيش كِ اص ساتكِدٌّذ 

111
2 VVV


 

 

 

 

 

 

 

قشيٌِ تشداس  .11-2-1مثال
1

V


ًسثت تِ تشداس 9-2-1هثال 
2

V


 .سا تذست آٍسيذ 

 حل.
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13
,

27

91
,

27

26
1


V


 

27

95
,

27

128
,

27

56
4,2,4

27

13
,

27

91
,

27

26
22

111





 VVV


 

 

ي دٍ تییشداس ؿییشب خییاسج حاغل .ضاازب خاااروی دو باازدار(  حاصل) 11-2-1تعزيااف 

111
,,

1
cbaV 


 ٍ

222
,,

2
cbaV 


 تشداس ديگشي است تا خػَغيات صيش: 

 ( ايي تشداس تش غفحِ دٍ تشداس ػوَد استالف

 دست هي آيذب( جْت هثثت آى اص قاًَى سِ اًگطت تِ

ٍ هثیذاء   اش تشاتش است تا هساحت هتَاصي الاؾ ػي كِ سٍي دٍ تشداس ساختِ هي ضیَد ج( اًذاصُ

 آى ًقكِ ت قي دٍ تشداس است.

1V


 

2V


 
1

V 

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ا تا ٍ آًش
21

VV


 ّاي آى دس تساٍي صيش آهذُ استهَلفِدّين كِ ًطاى هي : 

     kabbajaccaibccb

cba

cba

kji

VV







212121212121

222

11121




 

 

1,2,1ؿشب خاسجي دٍ تشداس حاغل .11-2-1مثال
1

V


  ٍ2,0,3
2
V


 سا تياتيذ.   

 حل:

kji

kji

VV


654

203

121
21

 

 

صاٍيیِ   صيش تذست هي آيیذ كیِ دس آى    دستَساص  دٍ تشداس اًذاصُ ؾشب خاسجي .3-2-1تذکز 

   :تاضذ تيي دٍ تشداس هي

sin
2121

VVVV


 

 

 

اگش  .2-2-1قضیه 
123

,, VVV


گیاُ  آى،تاضیٌذ دٍاسیكالش    3R  ٍc,rسیِ تیشداس دس فؿیاي    

 تشاي ؾشب خاسجي تشقشاس است:  صيش خَاظ

     1 )
1221

VVVV


     

     2 )0
11


VV   

     3 )





 

2121
ˆ VVrVVr


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




 


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

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VVVVVVV
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     5 )0.,0.
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





 






  VVVVVV


 

    6 )
2121

0 VVVV


 

 

 .(کاربزدهای ضزب خاروی) 4-2-1تذکز

هساحت هتَاصي الاؾ ػي كِ سٍي دٍ تشداس  -1
12

,VV


 ضَد تشاتش است تا :  تٌا هي 

                                                                  
21

VVS


 

 

 

 ضَد:سا تياتيذ كِ تَسف دٍ تشداس صيش تَليذ هيهساحت هتَاصي الاؾ ػي  .12-2-1مثال

2,0,3
2
V


    ،  1,2,1

1
V


 

  حل.

kji

kji

VV


654

203

121
21

 

77)6()5(4 222
21

 VVS


 

حجن هتَاصي السكَحي كِ سٍي سِ تشداس  -2
123

,, VVV


 ضَد تشاتش است تا:  تٌا هي 

                                         





 

321
. VVVV
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0,1,1كِ تَسف تشداسّاي حجن هتَاصي السكَحي  .13-2-1مثال 
1

V


 ،1,1,0
2
V


 

،1̀,0,1
3
V


 ضَد سا تياتيذ.   تَليذ هي 

 حل.

1,1,1
32

VV


 

221,1,1.0,1,1 V 

 

 2-1نات تمزي

 :سا تياتيذصيش هؼادلِ تِ  ايضؼاع كشُاًذاصُ هشكض ٍ هختػات   -1

010422222  zyxzyx 

2,5,1صٍاياي ّادي ٍ تشداس يكِ ّوجْت تا تشداس -2 V


 سا تٌَيسيذ.   

1,2,4صاٍيِ تيي دٍ تشداس  -3
1

V


  ٍ5,3,3
2

V


 سا تياتيذ. 

2,,2,2,4,1اگش دٍ تشداس  -4
12

 VmV


 سا تياتيذ.  mتش ّن ػوَد تاضٌذ هقذاس  

)2,3,1(,)1,1,0(,)0,2,1(سِ ًقكِ  -5  ABC اًذ. صاٍيِ سئَس يك هثلثÂ  چقذس 

 سا هحاسثِ سپس صاٍيِ تيي آًْا سا تياتيذ.(   AB  ٍAC ّاياست؟ )ساٌّوايي اتتذا تشداس     

)2,1,0(,)0,1,0(,)1,1,1(دس هثلثي تِ سئَس -6  ABCًطاى دّيذ دٍ تشداسAB   ٍ 

     AC .تش ّن ػوَدًذ 

 ؾشب خاسجي تشداسّاي يكِ دس فؿاي سِ تؼذي سا تياتيذ. -7

 سا اثثات كٌيذ. 2-2-1قؿيِ -8

)1,1,0(,)2,1,2(,)1,0,1(اگش  -9  ABC تشداس گاُ تػَيشسِ ًقكِ تاضٌذ آى   

     BCAB 2  سا تحت تشداسCA   .تياتيذ 

0,1,3تػَيش ٍ قشيٌِ تشداس  -11
1

V


1,1,1ًسثت تِ تشداس  
2

V


 سا تياتيذ.  



 21ییییییییییییییییییییییییییییییی  تشداسّا ٍ تَاتغ تشداسي  یییییییییییییییییییییییییییییفػل اٍل  یی

 

 ضَد:هي ؾ ػي سا تذست آٍسيذ كِ تَسف تشداسّاي صيش تَليذهساحت هتَاصي الا -11

1,2,4
1

V


  ٍ5,3,3
2

V


 

 تِ كوك تشداسّا ثاتت كٌيذ كِ يك چْاسؾلؼي هتَاصي الاؾ ع است، اگش ٍ فقف اگش  -12

 قكشّاي آى ّوذيگش سا ًػف كٌٌذ.     

 ٍسف اؾ ع ّش چْاسؾلؼي، ساسْاي يك هتَاصي  تِ كوك تشداسّا ثاتت كٌيذ كِ ًقاـ -13

 الاؾ ع اًذ.     

1,0,0حجن هتَاصي السكَحي كِ سٍي سِ تشداس  -14
1

V


  ٍ0,1,1
2

V


 ٍ 

     1,0,1
3
V


 تٌا هي ضَد سا تياتيذ.  

QPRPSPّاي صيش ٍ اؾ عساس حجن هتَاصي السكَحي سا تا -15


 تياتيذ: ,,

)2,1,1(,)2,1,0(,)4,2,1(,)3,2,1(  SRQP 
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      توابع بزداری 1-3

اگش .1-3-1تعزيف
123

,, fff  تَاتؼي حقيقي اص هتغيیشt  اصاي ّیش ػیذد   گیاُ تی  تاضیٌذ، آى

دس قلوییشٍ هطییتش    tحقيقییي
123

,, fff  تییشداسي هاًٌییذR


ٍجییَد داسد كییِ دس آى   

ktfjtfitftR


)()()()(
321

 گَيٌذ.ٍ تِ آى تاتغ تشداسي هي 

 

ktjtittR .1-3-1مثال
 32)(  2اگش ،تغ تشداسي استيك تاt ،گاُ:آىتاضذ 

kjiR


842)2(  

 

ktfjtfitftR اگش. بع بزداری()حد تا2-3-1تعزيف


)()()()(
321

  يك تاتغ

گاُ حذ ايي تاتغ ٍقتي كِتشداسي تاضذ، آى
1

tt  ّايحذ هَلفِدس غَست ٍجَد  هيل كٌذ 

lim)(,lim)(,lim)(ايي تاتغ تشداسي يؼٌي
321

111

tftftf
tttttt 

تِ غَست صيش تؼشيف هي 

 ضَد:

ktfjtfitftR
tttttttt











































)(lim)(lim)(lim)(lim

321
1111

 

 

ktjtittRذ تاتغ تشداسيح . 2-3-1مثال
 32 42)(  1سا ٍقتيt .تياتيذ 

 حل:

kjiktjtittR
tttt


424lim2limlim)(lim 3

1

2

111



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ktfjtfitftRاگش . )مشتق تابع بزداری( 3-3-1تعزيف


)()()()(
321

   يیك

3),(),()(كِ تَاتغ گاُ دس غَستيتاتغ تشداسي تاضذ، آى
121

tftftf     ،هطیت   یزيش تاضیٌذ

 :ضَدهي ٍ هطت  آى تَدُهطت   زيش  tR)(تاتغ

ktfjtfitftR


)()()()(
321
 

 

ktjtitR :   ضَديه1-3-1هثال هطت  تاتغ تشداسي: 3-3-1مثال
 232)(  

 

سا تشداس سیشػت ٍ   tR)(ًاهٌذ ٍ هطت  آى يؼٌيسا تشداس ٍؾؼيت ًيض هي tR)( . 1-3-1تذکز

tR)(يؼٌي  هطت  دٍم آى   ًاهٌذ:سا تشداس ضتاب ًيض هي 

)(tRa   ٍ)(tRV  

 

تیشداس ٍؾیؼيت هٌحٌیي    .4-3-1مثال










1

2

yx

xz    ُسیشػت ٍ ضیتاب سا    ،سا هطیخع ًویَد

 تياتيذ. 1tدس

 حل.

txتا فشؼ  گاُ    آى










tyyt

tz

11

2
 دس ًتيجِ:،  

ktjtittR
 2)1()(  

64112)1(2)(  VkjiRktjitR


 

24200)(  akjitR

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ُ . )بزدار يکه مماس( 4-3-1تعزيف ًطیاى   tT)(سا تیا  Cتشداس يكِ هواس تش هٌحٌي دلخیَا

 ضَد:َست صيش تؼشيف هيدّين كِ تِ غهي

)(

)(
)(

tR

tR
tT




 

 

 تياتيذ. 2tسا دس  4-3-1 تشداس يكِ هواس تش هٌحٌي هثال .5-3-1مثال

 حل:

kjiR


42)2(  

1816114)2(2)(  VkjiRktjitR


 

kji س:                              
R

R
T



18

4

18

1

18

2

)1(

)1(
)1( 




 

 

دّیين كیِ تیِ    هيًطاى  tK)(تشداس اًحٌاء تش يك هٌحٌي سا تا .ار انحناء()بزد 5-3-1تعزيف

 ضَد:غَست صيش تؼشيف هي 

)(

)(
)(

tT

tT
tK




 

 

 تياتيذ. 1tسا دس 4-3-1 تشداس اًحٌاء هٌحٌي هثال .6-3-1مثال

k

t

t
j

t

i

t

t

ktji

tR

tR
tT





222

2

42

2

42

1

42

1

411

2

)(

)(
)(






















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k

t

t
j

t

t
i

t

t
tT



32

2

3232 )42(

8

)42(

4

)42(

4
)(













 

3

2

6

96
)1(

6

8

6

4

6

4
)1(

3333






 TkjiT


 

kji

kji

K




6

2

6

1

6

1

3

2
6

8

6

4

6

4

)1(
333








 

 

دّين كیِ  ًطاى هي tN)(تشداس يكِ قائن تش يك هٌحٌي سا تا .)بزدار يکه قائم( 6-3-1تعزيف

تِ غَست 
)(

)(
)(

tK

tK
tN  ضَد.تؼشيف هي 

 

 تياتيذ. 1tدس 8-3-1تشداس يكِ قائن تش هٌحٌي هثال .7-3-1مثال

1
6

6
)1(

6

2

6

1

6

1
)1(  KkjiK


 

kjiN


6

2

6

1

6

1
)1(  
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 3-1تمزينات 

تشداس ٍؾؼيت هٌحٌي -1










1

2 2

yx

xz ُ1سشػت ٍ ضتاب سا دس ،سا هطخع ًوَدt .تياتيذ 

ktjtittRتشداس اًحٌاء تاتغ تشداسي -2


 23  تياتيذ. 2tسا دس )(2

ktjtaitatRتشداس يكِ هواس تش تاتغ تشداسي  -3


 sincos)( .سا تياتيذ 

ktjttitRتشداس يكِ هواس تش تاتغ تشداسي -4
 32 32)(  2سا دسt .تياتيذ 

 تياتيذ. 2tتشداس اًحٌاء سا دس 4دس توشيي  -5

ktjtittRتشداس يكِ قائن تش تاتغ تشداسي   -6
 22 4)(  2سا دسt .تياتيذ 

ktjtittRتػَتش تشداس اًحٌاء تاتغ تشداسي -7


 23  سا ًسثت تِ ّواى   1tدس )(2

 تياتيذ. 2tتاتغ تشداسي دس     

ktjtittRاس يكِ هواس تش تاتغ تشداسيصاٍيِ تشد-8
 22 4)(  1سا دسt ٍ2t .تياتيذ 

ktjtittRؾشب خاسجي تشداس اًحٌاء تاتغ تشداسي -9


 23  سا ًسثت تِ  1tدس )(2

 تياتيذ. 2tّواى تاتغ تشداسي دس     
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 های حل شدهمثال

 اًذ:ّاي يك هثلث قائن الضاٍيًِطاى دّيذ كِ ًقاـ صيش ساس -1

)1,2,3(,)2,3,4(,)5,1,5(  CBA 

 حل.     

14)25()31()45( 222 AB 

89)15()21()35( 222 AC 

75)12()23()34( 222 BC 

222 897514 ACBCAB  
 قائوِ است.Bدس ساسABC س هثلث     

 

Vاگش -2


3Vيك تشداس دلخَاُ تاضذ ٍ 


VVست اگاُ هكلَب، آى


5,
2
3 

 .حل     

2
9

2
3

2
3

2
3 3  VV


 

153555  VV


 

 

12اگش  -3 , VV


س تاضٌذ، دٍ تشدا    2121 VVVV


 .سا تياتيذ 

 حل.     

    221221112121 VVVVVVVVVVVV


 

2
2

2
12211 VVVVVV


                           
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دس يك ًقكِ ّوذيگش سا قكیغ هیي   ّاي يك هثلث تا استفادُ اص تشداسّا ثاتت كٌيذ كِ استفاع -4

 .كٌٌذ

 حل.       

 گيشين. هحل تشخَسد دٍ سٍتشٍ سا دس ًظش هيABCهثلث       

 هي ًاهين. فشؼ  Oاس ايي هثلث سا,CHAKاستفاع      

321كٌيذ       ,, VOCVBOVAO


   

 دس ايي غَست داسين:     

 

2131231 0)( VVVVVVVBCAK


 

3132123 0)( VVVVVVVABCH


 

CABOكِ  اًذِ هتقاقغدس يك ًقكدس غَستي سِ استفاع هثلث       


 تشّن ػوَد تاضٌذ: ,

0)( 21212132132  VVVVVVVVVVVCABO


 

CABOدس ًتيجِ       


 اًذ.دس يك ًقكِ هتقاقغ تش ّن ػوَدًذ. يؼٌي سِ استفاع هثلث ,

 

12اگش دٍ تشداس -5 , VV


ٍ   121 تا يكذيگش صاٍيِ  4,3دسجیِ تسیاصًذ  12  VV


تاضیذ،   

22است هحاسثِ گاُ هكلَبآى
3

12 VV


 

 .حل     

   22
3

122
3

1

2

22
3

1 222 VVVVVV


 

  22
3

1

2

22
32

1 .222 VVVV


 

 21
2

24
92

1 .64 VVVV


 

  108120cos61694 214
9  VV


 

O  

A 

B C 

K 

H 
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 هساحت هثلثي سا تياتيذ كِ سِ ًقكِ صيش سئَس آى تاضذ: -6

)3,6,2(,)2,3,1(,)4,2,2(  CBA 

 حل.    

CBABهساحت هثلث تشاتش ًػف هساحت هتَاصي الاؾ ػي است كِ سٍي دٍ تشداس    


تٌا  ,

 هي ضَد:

1,3,1,2,1,1  CBAB


 

664,1,7
2
1

2
1

2
1  CBABS


 

 

123اگش -7 ,, VVV


 تاضٌذ، ًطاى دّيذ: 3Rسِ تشداس دس فؿاي سِ تؼذي 

         321133221 2. VVVVVVVVV


 

 حل.      

    
      

          1332223121

133221

VVVVVVVVVV

VVVVVV







 

        
       13321321

13323121 .

VVVVVVVV

VVVVVVVV







 

   
      321321321

131321

2 VVVVVVVVV

VVVVVV
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12اگش -8 , VV


21: صاٍيِ تيي آًْا تاضذ، ًطاى دّيذ ٍ يكِدٍ تشداس  
2

1

2
sin VV





 

 حل:     

    21
2

2
2

12121
2

21 2 VVVVVVVVVV

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sin22cos12cos2222 2
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
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sin VV
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
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3,1,21تػَيش قائن تشداس -9 V


1,3,12سا تحت تشداس  V


 تياتيذ. 

 حل.     
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2
,
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,
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2
1,3,1

191

332
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
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12اگش -11 , VV


 دس تاصُ اصاي چِ هقاديشي تشايصاٍيِ تيي آًْا تاضذ، ت دٍ تشداس يكِ ٍ 

 
2

,0  21هقذاس VV


 است. تيطتشيي هقذاس 

 حل.

cos
2121

VVVV


 

cos1
2121
 VVVV


 

 اصايٍ ت تيطتشيي0صايكِ تا      .كوتشيي هقذاس سا داسد 

 

هتَاصي الاؾ ع است ٍ سپس هساحت آًشا ساس ّاي صيش يك  ًطاى دّيذ كِ چْاسؾلؼي تا -11

 تياتيذ:

)3,7,5(,)1,3,4(,)1,3,4(,)3,2,1(  SRQP 

 حل.    

2,4,1,4,5,3,2,4,1,4,5,3  SQSRRPQP


 

SQRPSRQPچَى


 ا فشؼ . ت س چْاسؾلؼي هَسد ًظش هتَاصي الاؾ ع است ,

QPVRPV


 21  داسين: ,
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kjiVV
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72621  

)6()2()7(89               دسًتيجِ: 222
21

 VVS
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QPRPSPصيش ٍ اؾ ع ي السكَحي سا تِ ساس ّايحجن هتَاص -12


 تيذ.تيا ,,

)9,6,2(,)7,8,1(,)6,10,4(,)5,4,5(  SRQP 

 حل.    

 

 

kjiVV                                                          س:


202821  

                           دسًتيجِ:  524,2,320,2,8. 321  VVVV


 

ktjttitRاسيتشداس يكِ هواس تش تاتغ تشد -13
 32)(  1سا دسt .تياتيذ 

 حل.    

422 941)(32)( tttRktjtitR 

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)32(                                                    دسًتيجِ:
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1
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4,2,3,2,4,4,1,6,1 321  SPVRPVQPV

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 تمزينات

 هساحت هثلثي سا تياتيذ كِ ًقاـ صيش سئَس آى تاضذ: -1

     5,4,7,1,4,2  CBA 

3,5,6,2صاٍيِ تيي دٍ تشداس  -2
12

 VV


 سا تياتيذ.  

7,2,3,4,3,5اگش   -3
123  VVV


 سا قَسي   ,hkاسكالشدٍ گاُ آى 

321 تياتيذ كِ      VVkVh


 

 اي سا تياتيذ كِ هؼادلِ آى تِ غَست صيش تاضذ:ضؼاع كشُاًذاصُ هشكض ٍ هختػات  -4

03422222  zyxzyx 

6,5,1Vصٍاياي ّادي ٍ تشداس يكِ ّوجْت تا تشداس -5


 سا تٌَيسيذ.   

1,3,4صاٍيِ تيي دٍ تشداس  -6
1

V


  ٍ6,2,3
2

V


 سا تياتيذ. 

)1,1,0(,)2,1,2(,)1,0,1(اگش  -7  ABC تشداس گاُ تػَيشسِ ًقكِ تاضٌذ آى   

     BCAB   تحت تشداس ساCA   .تياتيذ 

1,5,3تػَيش ٍ قشيٌِ تشداس  -8
1

V


4,2,1ًسثت تِ تشداس  
2
V


 سا تياتيذ.  

12اگش  -9 , VV


دٍ تشداس تاضٌذ،    2121 22 VVVV


 .سا تياتيذ 

12اگش -11 , VV


   دس تاصُ اصاي چِ هقاديشي تشايصاٍيِ تيي آًْا تاضذ، ت شداس يكِ ٍدٍ ت 

      
2

,0  21هقذاس VV


 است. حذاقل 

 ضَد: هي هساحت هتَاصي الاؾ ػي سا تذست آٍسيذ كِ تَسف تشداسّاي صيش تَليذ -11

5,3,1
2
V


  ٍ1,5,4

1
V


 

1,0,0حجن هتَاصي السكَحي كِ سٍي سِ تشداس  -12
1

V


  ٍ0,1,1
2

V


 ٍ 

     1,0,1
3
V


 ضَد سا تياتيذ.  تٌا هي

ktjtittRتشداس اًحٌاء تاتغ تشداسي -13


43)( 23  2سا دسt .تياتيذ 
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ktjttitRتشداس يكِ هواس تش تاتغ تشداسي -14
 3222)(  3سا دسt .تياتيذ 

ktjtittRتػَتش تشداس اًحٌاء تاتغ تشداسي -15


  سا ًسثت تِ ّواى   1tدس )(23

 تياتيذ. 2tتاتغ تشداسي دس      

ktjtittRؾشب خاسجي تشداس اًحٌاء تاتغ تشداسي -16


2)( 23  1دسt  سا ًسثت 

 تياتيذ. 1tتِ ّواى تاتغ تشداسي دس      
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