
 

 

 سًمفصل 

 

 تًابع چىد متغیرٌ

 

 مقدمٍ

xfy)(تا تاتغ یه هتغیشُ تا تِ حال      ُاین. حال هی خَاّین هفَْم تاتغ سا تِآؿٌا ؿذ 

 تِ كَست Rد حمیمیاػذا هدوَػِ داًینهیًَس وِ ّواى ّین.تا چٌذ هتغیش تؼوین دتَاتؼی 

 RxxR    كَستتِ ٍ كفحِ | RyxyxR  ػِ  فوايّوچٌیي ٍ  2),(|,

 تِ كَست تؼذي RzyxzyxR   .ذًؿَتؼشیف هی 3),,(|,,

وِ تَاتغ چٌذ هتغیشُ  هی پشداصین ٍ ػپغ nRتؼذي n اتتذا تِ هؼشفی فواي دس ایي فلل    

دس اداهِ سا تؼشیف ًوَدُ ٍ  تاؿذتاتغ یه هتغیشُ تا تیؾ اصیه هتغیش هؼتمل هی تؼویوی اص

خَاف ٍ  وشدُتشاي ایي ًَع تَاتغ تیاى پیَػتگی ٍ هـتك سا  ،حذ ،تشدهفاّین هشتَى تِ داهٌِ، 

  .وٌینهشتَى تِ آًْا سا تشسػی هی

 

 معرفی ي خًاص تًابع چىد متغیرٌ 3-1

ّاي هشتة اص اػذاد حمیمی سا فواي  تایی nهدوَػِ ّوِ  .بعدی( nی )فضا 1-1-3تعريف 

n ًاهٌذ ٍ تا تؼذي هیnR دٌّذ وِ دس آى ًـاى هی: 

 RxxxxxxR nn
n  ,...,,|),...,,(

2121
 

ٍ),...,,(
21 nxxx  یه ًمٌِ دس فوايn ؿَد.  تؼذي ًاهیذُ هی 
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ّاي هشتة تِ  اي اػت اص خفتهدوَػِ ُهتغیش nیه تاتغ  .متغیرٌ(n)تابع  2-1-3تعريف  

),(ؿىل  wP  .وِ دس آى ّیچ دٍ خفت هشتة هتوایض ػٌلش اٍل تشاتش ًذاسًذ 

),....,(
1 nxxP ٌِاي دس فواي  ًمn  ٍ تؼذي),....,(

1 nxxfw   یه ػذد حمیمی

سا wسا داهٌِ )للوشٍ( تاتغ ٍ هدوَػِ توام همادیش هوىي Pاػت. هدوَػِ توام همادیش هوىي 

 ًوایؾ یه تاتغ چٌذ هتغیشُ تِ كَست صیش اػت:گَیٌذ. تشد تاتغ هی

),....,(),....,(
11

:

nn xxfwxx

n RRf



 

 

اي اػت  وَػٍِ تشد آى هد nRفواي اي اػت اص ًماى دس هتغیشُ هدوَػِ nداهٌِ یه تاتغ     

 اص اػذاد حمیمی. 

آى  ٍ تشدRصیشهدوَػِگاُ تاتغ یه هتغیشُ تا داهٌِ تاؿذ آى 1nتِ ػٌَاى هثال اگش     

 . خَاّذ تَدR اي اصصیشهدوَػِ

)(
:

xfyx
RRf


 

ٍ تشد آى ًیض  2Rهدوَػِ ًماًی اص  صیش ٍ للوشٍ آى، تاتغ دٍ هتغیشُ تَدُ  2nاگش    

 تاؿذ.  هی Rاي اصصیشهدوَػِ

),(),(

2:
yxfzyx

RRf

 

 تشد تا 3Rهدوَػِ ًماًی اصصیشتاتغ ػِ هتغیشُ تَدُ ٍ للوشٍ آى  3nٍ دس حالت    

 .R اي اصصیشهدوَػِ

 
),,(),,(

3:
zyxfuzyx

RRf

 
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 گاُ: تاؿذ آى2Rاي صیش هدوَػِ  ًاحیِ Dفشم وٌیذ . 3-1-3تعريف

 الف( تِ ًماًی وِ داخل ًاحیِ اػت، ًماى داخلی گَیٌذ.     

 ب( تِ ًماًی وِ سٍي ًاحیِ اػت، ًماى هشصي گَیٌذ.     

 ِ اػت، ًماى تیشًٍی یا ًماى خاسخی گَیٌذ. ج( تِ ًماًی وِ خاسج ًاحی    

  Mًمٌِ داخلی:           

  Mًمٌِ هشصي:           

  Mًمٌِ خاسخی:           

 تَاًٌذ، ًماى هشصي تاؿٌذ ٍلی ػىغ ایي هٌلة، كادق ًیؼت.  ًماى داخلی هی     

 

ی ؿاهل ًماى اؿذ. یؼٌیه ًاحیِ سا تاص گَیٌذ ّشگاُ ّوِ ًماى آى داخلی ت .4-1-3تعريف

),(ًماى دایشُ تِ هشوض هشصي ًثاؿذ. دس ایي كَست 00 yx  تِ ؿؼاع ٍr یه ًاحیِ تاص اػت: 

22
0

2
0 )()( ryyxx  

یؼٌی ؿاهل ًماى سٍي دایشُ ٍ  گَیٌذ ّشگاُ ؿاهل ًماى هشصي ًیض تاؿذ. تؼتٍِ یه ًاحیِ سا 

),(ٍ تِ هشوض rداخل دایشُ تِ ؿؼاع 00 yx اػت: 

22
0

2
0 )()( ryyxx  

 

 ین ّشگاُ هٌحٌی هشص آى، خَد سا لٌغ ًىٌذ. یگَ ػادُ سا Dًاحیِ  . 5-1-3تعريف 

 

 

 

 

 

 MD 

M2 

M3 

 

 

          
 

 

         
 

 ناحیه ساده
 غیرسادهناحیه 
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ّشگاُ تتَاى ّش دٍ ًمٌِ سا تا یه خي دس آى  ثٌذ گَیٌذ،یه ًاحیِ سا ّو .6-1-3تعريف 

 یِ تاؿذ. ًاحیِ ًَسي تِ ّن ٍكل وشد وِ ّوِ ًماى ایي خي، دس ًاح

 

 

 

 

 

 

),(2225داهٌِ ٍ تشد تاتغ    .1-1-3مثال  yxyxf   .سا تیاتیذ 

 حل.

25025 2222  yxyx 

 تاؿذ.  هی 5اي تِ ؿؼاع  پغ داهٌِ آى ّوِ ًماى دسٍى ٍ سٍي دایشُ    

0),(5ٍ چَى       yxf  فاكلِپغ تشد آى  5,0 تاؿذ.  هی 

 

داهٌِ تاتغ دٍ هتغیشُ  .2-1-3مثال 
25

),(
22 



yx

y
yxf .سا تیاتیذ 

   حل.

25025 2222  yxyx 

 

 

 

 

      

A    B 

 

 
A   B 

        

 

 

 

 

A   B 

        
 

 همبندناحیه 

 ناهمبندناحیه 
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ًماى هشصي سا ؿاهل  پغهی تاؿذ.  5اي تِ ؿؼاع  پغ داهٌِ آى فمي ًماى خاسخی دایشُ

 ؿَد. ًوی

داهٌِ تاتغ  .3-1-3مثال 
y

x
yxf ),(  .سا تیاتیذ 

 حل.












0,0

0,0
0

0

yx

yx

y

x

y

 

 تِ كَست صیش اػت: Matlabًوَداس ایي تاتغ تا اػتفادُ اص ًشم افضاس  

 

 

     

 

 

 

 

 

 همذاس ّش تاتغ چٌذ هتغیشُ سا هی تَاى دس ّش ًمٌِ اص داهٌِ آى حؼاب ًوَد. *

 

  .4-1-3مثال 

),(2225( اگش 1     yxyxf  گاُ :آى 

0)4()3(25)4,3( 22 f 

xyexzyxf( اگش 2     z 12 tan2),,(  گاُ : آى 
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4
21tan112)1,1,1( 112 

  eef 

 داهٌِ تؼشیف تؼوی تَاتغ دس حالت ولی چٌیي اػت: *

الف( اگش
),(

),(
),(

yxh

yxg
yxf  گاُآى  : 0),(|),(  yxhyxDDD

hgf
. 

12ب( اگش
),(),(




k
yxgyxf وِ دس آىk گاُؼی اػت آىػذد ًثی:gf

DD . 

kج( اگش
yxgyxf

2
),(),(  وِ دس آىk گاُػذد ًثیؼی اػت آى : 

 0),(|),(  yxgyxD
f

. 

),(د( اگش
),(

log),(
yxg
yxh

yxf  گاُ آى 

 1),(,0),(,0),(|),(  yxhyxhyxgyxD
f

. 

 

 1-3تمريىات 

),(22 وِتا فشم ایي  -1 yxyxyxf  ),( yxf .سا تیاتیذ 

),(4داهٌِ ٍ تشد تاتغ   -2 22  yxyxf .سا تیاتیذ 

 داهٌِ تَاتغ  صیش سا تیاتیذ:  -3

(    الف    
2

2

4

1
),(

y

x
yxf




                     ب    )

2
),(




y

xy
Logyxf      

(    ج    
yx

yxf



4

xy (د                    ),(
x

yxf 2
2

sin),( 1    

 تشد تَاتغ صیش سا تیاتیذ:  -4

(    الف    
3

),(
22

22






yx

yx
yxf                    2236(  ب),( yxyxf  
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 حد ي پیًستگی تًابع چىد متغیرٌ  3-2

),(حذ تاتغ. 1-2-3تعريف yxf  ٍِلتی و),( yx تِ ػوت),( 00 yx تشاتشوٌذ هیل هی 

L ّشگاُ:  اػت 









Lyxf

yyxxDyxL
f

),(

)()(,),(,00, 2
0

2
0 

 :ًَیؼینهی

LyxfLim

yxyx



 ),(),( 00

),( 

 

 همذاس حذ تَاتغ صیش سا دس كَست ٍخَد تیاتیذ: .1-2-3مثال 

1   ))32(
)2,1(),(

yxLim
yx




                2 )  
33

)1,1(),( yx

yx

yx

Lim






 

3)  
22)0,0(),( yx

xy
Lim

yx 

 

 حل.    

    (1                                           )82312)32(
)2,1(),(




yxLim
yx

      

(2        )                                                                   
0

0

00 33

00
)0,0( 




f  

تِ كَست )1,1(تاتغ دس ًمٌِ همذاس    
0
 آیذ وِ هثْن اػت. تشاي هحاػثِ حذ، كَست ٍ دس هی 0

 وٌین:وشدُ ٍ ػَاهل هـتشن سا حزف ٍ حذ تاتغ سا دس آى ًمٌِ هحاػثِ هی تدضیِهخشج سا     
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3

1

1

1

))((

22
)1,1(),(

22
)1,1(),(















yxyx
Lim

yxyxyx

yx
Lim

yx

yx

 

 

(3               )                                                     
22)0,0(),( yx

xy
Lim

yx 

 

هثْن ٍ تِ كَست )0,0(همذاس تاتغ دس ًمٌِ    
0
 آیذ. تشاي هحاػثِ حذ آى اص هختلات دس هی 0

 گیشین:لٌثی ووه هی    

   












sin

cos

ry

rx
           

0
)sin)(cos(

)
2

,0(),(




r

rr
Lim

r






 

 

),(ین تاتغیگَ* yxf  ٌِدس ًم),( 00 yx  حذ ًذاسد، ّشگاُ حذالل دٍ هؼیش یافت ؿَد

 وِ تِ همادیش هتوایضي هٌدش ؿَد.تٌَسي

 

ًـاى دّیذ وِ حذ تاتغ .2-2-3مثال
22

22

),(
yx

yx
yxf




 هختلات ٍخَد  دس هثذاي

 ًذاسد.

 حل.

 داسین: 0xیشدس هؼ     
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1
2

2

022

22

)0,0(),(









 y

y
Lim

yx

yx
Lim

yyx
 

 داسین: 0yدس هؼیش     

1
2

2

022

22

)0,0(),(






 x

x
Lim

yx

yx
Lim

xyx
 

  ي، لزا حذ تاتغ دس هثذاؿذٍت تِ دٍ همذاس هختلف هٌدش هیچَى حذ تاتغ اص دٍ هؼیش هتفا    

 ٍخَد ًذاسد. هختلات    

 

),(ین تاتغیگَ .2-2-3تعريف yxf ٌِدس ًم),( 00 yx ِتاتغ دس آى  ، ّشگاُاػت پیَػت

 :یؼٌی آى دٍ تا ّن تشاتش تاؿٌذ.حذ تَدُ ٍ  همذاس ٍ ًمٌِ داساي

),(),( 00
),(),( 00

yxfyxfLim

yxyx





 

پیَػتگی تاتغ .3-2-3مثال












10

11
),(

22

2222

yx

yxyx
yxf  سا تشسػی

 وٌیذ.

 حل.

01lim),(lim

1

22

1 2222



 yxyx

yxyxf 

),(|011ّوچٌیي      
122


 yx

yxf 

 ى هشصي پیَػتِ اػت. تٌاتشایي تاتغ دس ول كفحِ پیَػتِ اػت.لزا تاتغ دس ًما    
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),(هدوَػِ ًماى ًاپیَػتگی تاتغ.  3-2-3تعريف yxf  تاتغ ًماى اًفلالساf  ِگَیٌذ. الثت

 تَاًذ تِ كَست هٌحٌی یا یه ًاحیِ تاؿذ.ایي ًماى هی

 

 ًماى اًفلال تاتغ .4-2-3مثال
22

1
),(

yx

xy
yxf




 .سا تیاتیذ 

 حل.

    022  yx  پغxy  تٌاتشایي هدوَػِ ًماى اًفلال تاتغ،  ًیوؼاص ستغ اٍل ٍ ػَم .

 ٍ ًیوؼاص ستغ دٍم ٍ چْاسم اػت.

........................................... 

تَاى تشاي تَاتغ ػِ هتغیشُ ٍ دسحالت ولی تگی سا هیهٌالة گفتِ ؿذُ دس هَسد حذ ٍ پیَػ*

 هتغیشُ تؼوین داد. nتشاي تَاتغ

 

 2-3تمريىات 

 هختلات دس كَست ٍخَد تیاتیذ: حذ تَاتغ صیش سا دس هثذاي  -1

(  الف     
22

3

),(
yx

x
yxf


                        ب  )

22

2

),(
yx

xy
yxf


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  (ج     
22

23
),(

yx

yx
yxf


                          د) 

24

2

),(
yx

yx
yxf


 

2- 
33

27

3

)3,1(),( yx

yx

yx

Lim






 سا دس كَست ٍخَد تیاتیذ.

پیَػتگی تاتغ  -3













)0,0(),(0

)0,0(),(
),( 22

yx

yx
yx

xy

yxf .سا تشسػی وٌیذ 
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 مشتقات جسيی )وسبی(  3-3

),(ی تاتغ دٍ هتغیشُیهـتك خض .1-3-3تعريف  yxf ِهتغیش سا ًؼثت ت x   تا
x

f




 xfیا 

 دّذ وِ دس آى :  ًـاى هی

x

yxfyxxf
Limyxf
x

x






),(),(
),(

0





 

),(تِ ّویي تشتیة هـتك خضیی تاتغ yxf  ِسا ًؼثت تy   تا
y

f




دٌّذ وِ  ًـاى هی yfیا 

 دس آى :

y

yxfyyxf
Limyxf
y

y






),(),(
),(

0





 

 وِ حذٍد فَق هَخَد تاؿٌذ. هـشٍى تش ایي

 

22اگش  .1-3-3مثال  23),( yxyxyxf  گاُتاؿذ، آىxy ff  سا تیاتیذ.  ,

       .حل

yxyxf x 26),(  

yxyxf y 22),(  

 

ش اگ .2-3-3مثال  22 2),( yxyxLnyxf  4,1(گاُ تاؿذ، آى(xf  .سا تیاتیذ 

   .حل

  
9

6

1681

82
)4,1(

2

22
),(

22










 xx f

yxyx

yx
yxf 
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 تا فشم. 3-3-3مثال 
222

1
),,(

zyx

zyxfu



  تاؿذ، آًگاُ حاكل ػثاست

 صیش سا تیاتیذ. 

zyx uuu  

 حل.

2
3

2
3

2
3

)(

,

)(

,

)(

222

222222

zyx

z
u

zyx

y
u

zyx

x
u

z

yx
















 

2
3

)( 222 zyx

zyx
uuu zyx




 

 

 

),(دیفشاًؼیل ول تاتغ .)ديفراوسیل کل تابع( 2-3-3تعريف  yxf  سا تاdf  ًـاى

  دّین وِ دس آى :  هی

dyfdxfdf yx  

 

22دیفشاًؼیل ول تاتغ .4-3-3مثال  3),( yxexyyxfu y   .سا تیاتیذ 

   .حل

y
x eyu 32  

yxexyu y
y 232  

    dyyxexydxeydu yy 23232  
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 هتغیشُ اص nتاتؼی  uاگش .1-3-3 عمیمت
1

,...,xxn گاُ دیفشاًؼیل ول تِ كَست ىتاؿذ، آ

 ؿَد:هی تؼشیفصیش 

nxxx dxudxudxudu
n

 ...
2211

 

 

ِ كَست تاؿذ وِ ت  y,xپزیش اص  هـتكتاتؼی  uاگش  .ای()قاعدٌ زوجیرٌ 3-3-3تعريف

),( yxfu  ُاػت ٍتؼشیف ؿذxy,  خَد دٍ تاتغ دیگش تش حؼةsr, هاًٌذ ),( srFx  

ٍ),( srGy   تاؿٌذ ٍ ّوچٌیيsrsr yyxx  ,rsتاتؼی اص uُ گاهَخَد تاؿٌذ آى ,,,

 تاؿذ ٍ داسین: هی

ryrxr yuxuu  

sysxs yuxuu  

 

22 وِتا فشم ایي . 5-3-3مثال  yxLnu ، ss erxery   گاُ آى ,

sr uu  سا تیاتیذ.  ,

  حل.

22 yx

y
u y


            ,

2

2

2222

22

yx

x

yx

yx

x

ux







 

s
r ex     ,     s

r ey      ,     , s
s rex  s

s rey  

ss
ryrxr e

yx

y
e

yx

x
yuxuu 







2222
 

ss
sysxs re

yx

y
re

yx

x
yuxuu 







2222
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),,...,(هتغیشُ nتَاى تشاي تاتغ  اي سا هی صًدیشُ دػتَس .2-3-3 عمیمت
21 nxxxfu  

 : وین دادؼتتِ كَست صیش 

     rnxrxrxr xuxuxuu
n

 ...
2211

 

     snxsxsxs xuxuxuu
n

 ...
2211

 

 اگش داؿتِ تاؿین:  .6-3-3مثال 

yzxzxyuzyxfrxtrytrz  ),,(,,cos,sin 

srگاُ آى uu  سا تیاتیذ.  ,

 حل.

yxuzxuzyu zyx  ,, 

1rx tyr cos    ,   tzr sin   ,  0tx  ,  

trztry tt cos,sin  

tyxtzxzyur sin)(cos)()1)((  

tryxtrzxzyut cos)()sin)(()0)((  

 3-3تمريىات 

 ی تَاتغ دادُ ؿذُ صیش سا تیاتیذ:یهـتمات خض  -1

x(  الف    

y

xexyyxf ),(              ب ))()()(),,( xzzyyxzyxf  

xyxyyxf(  ج     1tansin),(     د )xy
exyyxf  cosh),( 

اگش   -2
x

y
yxf

2
1tan),(  ،2,5(تاؿذ( xf .سا تیاتیذ 

(ٍ اػذاد ثاتتی تاؿٌذ ,abپزیش ٍ  تاتؼی هـتك fاگش  -3
2

1

2

1
( 32 aybxfz  ، ًـاى 

02  :یذدّ      yx zbxzay 
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 ی مراتب بالاتريمشتقات جس 3-4

),(دٍ هتغیشُ تاتغ یاگش هـتمات خضی .1-4-3تعريف yxf گاُ دس كَست هَخَد تاؿٌذ، آى

),(ی ایي هـتمات سا هـتك خضیی هشتثِ دٍم تاتغیٍخَد، هـتمات خض yxf وِ تِ  ًاهٌذ هی

 :ؿًَذًَؿتِ هیكَست صیش 

xyf
xy

f




2
 . ؿًَذًاهیذُ هی  x ٍy هتغیشّاي ًؼثت تِ fدٍم تاتغ هشتثِ هـتك خضیی  

xxf
x

f






2

2

  xًؼثت تِ  fدٍم تاتغ هشتثِ هـتك خضیی 

 yxf
yx

f




2
 ,xy هتغیشّاي ًؼثت تِ fتاتغدٍم  هشتثِ هـتك خضیی 

yyf
y

f






2

2

 تاؿذ.  هی yًؼثت تِ  fدٍم تاتغهشتثِ هـتك خضیی  

 

xyLnyeyxfی هشتثِ دٍم تاتغ یّاي خض هـتك .1-4-3مثال  x  sin),(  .سا تیاتیذ 

    حل.














yef

x
yef

x
yef

x
xy

x
xxx

x

cos

1
sin1

sin 2 















2

1
sin

cos
1

cos

y
yef

yef

y
yef x

yy

x
yx

x
y 
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),(ی هشتثِ ػَم تاتغ دٍ هتغیشُ یتَاى هـتمات خضتِ ّویي تشتیة هی * yxf  سا تؼشیف

ًوَد. تِ ػٌَاى هثال تشاي هحاػثِ  
2

3

yx

f




ٍ  yوافی اػت اتتذا دٍتاس ًؼثت تِ  yyxfیا  

 هـتك تگیشین.  fاص تاتغ xػپغ یه تاس ًؼثت تِ 

 

همذاس 1-4-3دس هثال  .2-4-3مثال 
2

3

yx

f




 سا تیاتیذ.  

 حل : 

y
ye

y

f x 1
cos 




             

22

2 1
sin

y
ye

y

f x 



 

           ye
yx

f x sin
2

3





 

 

ی، هاًٌذ تَاتغ دٍ هتغیشُ حؼاب یگاُ هـتمات خضهتغیشُ تاؿذ، آىتاتؼی ػِ  fاگش  *

 ؿًَذ.  هی

 

),,()2sin(تاتغ  تشاي .3-4-3مثال  zxyzyxf  ،xzyf .سا تیاتیذ 

 حل.

)2cos( zxyyf x  

)2sin(2 zxyyf xz  

)2cos(2)2sin(2 zxyxyzxyfxzy  
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),(وِ هـتمات هشتثِ دٍم تاتغ دٍ هتغیشُدسكَستیؿَد اي اثثات هیًثك لویِ * yxf 

yxxyهَخَد تاؿٌذ، ff   .ٍلی دس حالت ولی چٌیي ًیؼت 

yxxyٍلتی ff ),(ّن تشاتشًذ وِ تاتغ دس ًمٌِتا  , yx  تؼشیف ؿذُ ٍ دس یه ّوؼایگی اص آى

 پیَػتِ تاؿذ. 

 

yyxyxfاگش  .4-4-3مثال   yxxy: ًـاى دّیذ ، ),(32 ff . 

  حل.

       23 62 xyfxyf xyx  

222 613 xyfyxf yxy  

yxxy ff  

 

 4-3تمريىات 

yxexyxyyxfهـتمات خضیی هشتثِ دٍم تاتغ   -1 33 cos),(   سا دس كَست 

 تیذ. ٍخَد تیا    

 تا فشم -2
xy

yx
eyxf xy

22

),(


  ٍ0,0  yx ػثاست yxxy fxfy   سا 

 ػادُ وٌیذ.    

xyzezyxfدس تاتغ  -3 ),,(  همذاس
zyx

f



3
 سا تیاتیذ.  

دس تاتغ -4
y

x

y

x

y

x
yxf 1tansinh),(  همذاسyyf ا تیاتیذ.س 

xyyyxyxfدر تابع  -5 sin),( 32   نشان دهید yx

f

xy

f








 22
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 مشتقات جُتی ي گراديان  3-5 

ش. جُتی( )مشتق1-5-3تعريف  تشداس تاؿذ ٍ  ,xyتاتؼی دٍ هتغیشُ اص fاگ

jiu


 sincos   گاُ هـتك خْتی تاتغتشداس یىِ تاؿذ، آىfِدس خْت تشداس یىu


 

   ًـاى هی دٌّذ وِ دس آى: fDuسا تا 

 sincos),( yxu ffyxfD  

     

xyxyxfاگش  .1-5-3مثال  43),( 22  ٍu


 صاٍیِ تشداس یىِ دس خْت 
6


تاؿذ،  

 سا تیاتیذ. fDu گاُآى

  .حل

46  xfx  , yf y 2  ,
6


   

yxyxyxfDu  3233
6

sin)2(
6

cos)46(),(


 

.............................. 

),(هـتك خْتی هیضاى تغییش همادیش تاتؼی ًاگفتِ ًواًذ وِ * yxf  ًؼثت تِ خْت تشداس

uیىِ


 دّذ.سا ًـاى هی 

 

iuگاُ آى 0اگش   .حالت خاص


 :داسین ٍ 

xxu ffyxfD  cos),( 

اگش     
2


  گاُ آىju


 داسین ٍ: 

yyu ffyxfD  sin),( 
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),(گشادیاى تاتغ . )بردارگراديان( 2-5-3تعريف  yxf سا تاf


ًـاى هی  fgradیا  

 ؿَد:ٍ تِ كَست صیش تؼشیف هی ٌذدّ

jfiff yx


 

      

253تشداس گشادیاى تاتغ  .2-5-3مثال  sin2),( yyeyxyxf x  .سا تیاتیذ 

 حل.

yyeyxf

yeyxf

x
y

x
x

2cos10

sin6

43

52




 

jyyeyxiyeyxf xx 
)2cos10()sin6( 4352  

 

),(ًـاى دّیذ  .3-5-3مثال  yxfDfu u


 

 حل.

),(sincos

)()sin(cos

yxfDff

jfifjifu

uyx

yx










 

 

22اگش  .4-5-3مثال 

9

1

16

1
),( yxyxf ، )3,4(,)3,4(

4

fD 


 .سا تیاتیذ 

  حل.

yf y
9

2
      ,

8

1
xf x  

jifjyixf


3

2

2

1
)3,4(

9

2

8

1
 
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2
12

7

2

2

3

2

2

2

2

1
)3,4(

sin
9

2
cos

8

1
),(

4





fD

yxyxfDu





 

fuصاٍیِ تیي دٍ تشداس  ًثك تؼشیف هشب داخلی اگش تبصرٌ.  


گاُ چَى تاؿذ آى ,

fDfu u


 پغ: .

cosfufDu 


 

    fDu  ِ1ٍلتی هاوضیون اػت وcos  ، 0یؼٌی  1ٍ  چَىu


 :پغ  

ffDu 


)max( 

 

yxyxyxfاگش   .5-5-3مثال   32),( 22، f


 ( تیاتیذ. 1ٍ -2سا دس ًمٌِ ) 

 حل.

jifjyixf


37)2,1()12()34(  

5837پغ:                                                                  22 f


 

 

تَاى تشاي تَاتغ ػِ هتغیشُ ًیض تؼوین داد یؼٌی  سا هی ٍ تشداس گشادیاى هـتك خْتی تعمیم.

xyzتاتؼی ػِ هتغیشُ اص  fاگش uتاؿذ ٍ تشداسیىِ ,,


 ؿَد:صیش تؼشیف هیتِ كَست  

kjiu


 coscoscos  

وِ دس آى  تاؿٌذ، داسین : صٍایاي ّادي هی ,,

 coscoscos),,( zyxu fffzyxfD  

                  kfjfiff zyx


 
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222اگش   .6-5-3مثال  23),,( zyzyxyxzyxf  گاُ :آى 

)1,2,1(دس ًمٌِ  fالف( هیضاى تغییشات تاتغ  دس خْت تشداسkji


22  .سا تیاتیذ 

 تیاتیذ.  آى ًمٌِسا دس  fب( گشادیاى تاتغ

 .حل

kjikjiu            (           لفا     


3

1

3

2

3

2

3

1

9

2

122

2

222




 

  
3

1
cos,

3

2
cos,

3

2
cos   

yxf x  6 , zyxf y  4  , zyf z 2 

 cos)2(cos)4(cos)6(),,( zyzyxyxzyxfDu  

4)
3

1
(0)

3

2
(104

3

2
)1,2,1( fDu 

 (                ب    

                     kzyjzyxiyxf


)2()4()6(  

kjif


0104)1,2,1(  

 5-3يىات تمر

),(22ػت هـتك خْتی تاتغاهٌلَب  -1 yxLnyxf  ( ٌِدس خْت 1ٍ1دس ًم ٍ ) 

 ًیوؼاص ستغ اٍل ٍػَم ٍ هحَسّاي هختلات.    

 اگش هـتك تاتؼی دس یه ًمٌِ ٍ دس ّش خْت دلخَاُ تشاتش كفش تاؿذ، ایي ًمٌِ سا ًمٌِ   -2

yxyxyxyxfى گَیٌذ. تشاي تاتغ َىػ     24),( 22  ى سا تیاتیذ.َىًماى ػ 

xzzyxzyxfتشداس گشادیاى تاتغ  -3  )3,2,1(دس ًمٌِ ),,(2  .تیاتیذ 

yxتشداسّاي گشادیاى تاتغ  صاٍیِ تیي  -4
y

xyxf 34
2

),(
2

2   دس ًماى 

 .تیاتیذ )5,2(,)3,4(    



 احتوال هثاًی ت واستشدي ٍــــــــ   سیاهیاــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   84
 

 قائم بر سطًح خظ صفحٍ مماس ي  3-6

),,(0تِ هؼادلِ Sػٌح .1-6-3تعريف zyxf ًٌِم ٍ),,( 000 zyx  ٍالغ تش ػٌح سا

-ی وِ اص ایي ًمٌِ هیّایاي وِ ؿاهل ولیِ خٌَى هواع تش هٌحٌیگیشین. كفحِدس ًظش هی

 یٌذ.تاؿٌذ سا كفحِ هواع گَهی Sٍالغ تش ػٌحگزسًذ ٍ 

 

),,(0ػٌحی تِ هؼادلِ Sاگش  zyxf گاُ كفحِ هواع تش ػٌح تاؿذ، آىS  ٌِوِ اص ًم

),,( 000 zyx آیذ:  وٌذ اص ساتٌِ صیش تذػت هی ػثَس هی 

0))(,,())(,,())(,,( 000000000000  zzzyxfyyzyxfxxzyxf zyx

 

),,(اص ًمٌِوِ  خٌی اػتخي لائن  .2-6-3تعريف 000 zyx ٍالغ تش ػٌحS  تگزسد ٍ تش

 كفحِ هواع دس ایي ًمٌِ ػوَد تاؿذ.

 

),,(هؼادلِ خي لائوی وِ اص ًمٌِ  000 zyx گزسد ٍ تش كفحِ هیS  ػوَد تاؿذ اص ساتٌِ صیش

 آیذ:  تذػت هی

),,(),,(),,( 000

0

000

0

000

0

zyxf

zz

zyxf

yy

zyxf

xx

zyx








 

   

14222هؼادلِ كفحِ هواع ٍ خي لائن تش ػٌح  .1-6-3مثال   zyx  ٌِسا دس ًم

 تیاتیذ.  )3,2,1(

  .حل

014),,( 222  zyxzyxf 

 xf x 2       212)3,2,1(  xf 

  yf y 2       422)3,2,1(  yf 
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  zf z 2        632)3,2,1(  zf 

 ؿَد:هی هؼادلِ كفحِ هواعپغ 

0)3(6)2(4)1(2  zyx 

 ؿَد:هی هؼادلِ خي لائنٍ 

6

3

4

2

2

1 





 zyx
 

 

 6-3تمريىات 

83هؼادلِ كفحِ هواع ٍ خي لائن تش ػٌح  -1 3  zxyz ( ٌِتیات2ٍ7ٍ-2سا دس ًم ).یذ 

2132تِ هؼادلِ  هؼادلِ كفحِ هواع تش ػٌح  -2 222  zyx  سا ًَسي تیاتیذ وِ تا 

064تِ هؼادلِ كفحِ       zyx .هَاصي تاؿذ 

0164تِ هؼادلِ  هؼادلِ كفحِ هواع تش ػٌح  -3 22  zyx ٌِسا دس ًم 

 تیاتیذ.)2,4,2(    

2تِ هؼادلِ وذام ًمٌِ اص ػٌح تیوَي دس -4
25169

222


zyx

  خي لائن تش ػٌح تا 

 ػاصد.هی تشاتش ٍایايهحَسّاي هختلات ص    

1تِ هؼادلِ كفحِ هواع تش ػٌح تیوَي -5
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 سا ًَسي تیاتیذ وِ سٍي  

 ّاي هؼاٍي خذا وٌذ.خيهختلات پاسُهحَسّاي     
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 تًابع چىد متغیرٌ وسبی  (اکسترمم) ىٍفري  3-7

تاؿذ تِ ًَسي وِ هـتمات خضیی  ,xyتاتؼی پیَػتِ اص دٍ هتغیش اص fاگش .1-7-3تعريف 

هشتثِ اٍل ٍ دٍم آى هَخَد تاؿذ، تا تذػت آٍسدى ًماى تحشاًی اص دػتگاُ 








0

0

y

x

f

f
ٍ هحاػثِ  

2
00 )(),(

xy
fffyx yyxx  دس ًمٌِ تحشاًی),,( 000 zyx گاُ: آى 

),(0( اگش1 00 yxf xx ٍ0  گاُ تاتغ، آىf دس ًمٌِ تحشاًی),,( 000 zyx ٌِووی  

 داسد. ًؼثی (هیٌیون)    

),(0( اگش2 00 yxf xx ٍ0 گاُ تاتغ، آىf دس ًمٌِ تحشاًی),,( 000 zyx ٌِتیـی 

 داسد. ًؼثی (هاوضیون)   

),,(گاُ ًمٌِ، آى 0( اگش3 000 zyx .ًمٌِ صیي اػثی تاتغ اػت 

 گاُ آصهَى ًتیدِ ًذاسد. ، آى 0( اگش 4

 

yxyxyxyxfتاتغ  ًؼثی  (اوؼتشهن)فشیٌِ  ًماى . 1-7-3مثال  23),( 22  

 سا دس كَست ٍخَد تیاتیذ.

 حل.

  32  yxf x       ٍ 22  yxf y                     









022

032

yxf

yxf

y

x
 

د:                                         ؿَاص حل آى دػتگاُ ًتیدِ هی
3

1
,

3

4
 yx 

(پغ ًمٌِ     
3

7
,

3

1
,

3

4
(


 یه ًمٌِ تحشاًی اػت. 

2,1,02  yyxyxx fff 
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03)1(22 22  xyyyxx fff  

(پغ ًمٌِ      
3

7
,

3

1
,

3

4
(


  ٌِاػت.  ًؼثی (هیٌیون)ووی 

 

yxyxyxfتاتغ  ًؼثی  (اوؼتشهن)ٌِ فشی ًماى .2-7-3مثال  22),( 224   سا دس

 كَست ٍخَد تیاتیذ.

 حل.

1,
2

1
,

2

1
,0

022

028 3












yx

yf

xxf

y

x 

پغ ًماى  1,1,0,)
8

9
,1,

2

1
(,)

8

9
,1,

2

1
(  ABC اًذ. تحشاًی 

وویٌِ  ,BCًِ اًم ًیؼت. ًؼثی  (اوؼتشهن)فشیٌِ  Aتا تَخِ تِ آصهَى هـتك دٍم ًمٌِ  

 اًذ.  ًؼثی( هیٌیون)

 

),,(تاتغ ػِ هتغیشُ  ًؼثی  (اوؼتشهن) فشیٌِ تشاي یافتي ًماى .2-7-3تعريف  zyxfu  

اتتذا ًماى تحشاًی سا اص حل دػتگاُ 














0

0

0

z

y

x

f

f

f

 fی تاتغچِ هـتمات خضییاتین، چٌاىهی

),,,(ش ّوَاسُ هَخَد تاؿذ. اگ 0000 uzyx  یه ًمٌِ تحشاًی تاتغ),,( zyxf  تاؿذ، تشاي

),,( تؼییي ًَع ایي ًمٌِ، دیفشاًؼیل هشتثِ دٍم تاتغ zyxf ٌِسا دس ًم),,,( 0000 uzyx 

 وٌین. داسین:هحاػثِ هی

fzd
z

dy
y

dx
x

fd 22 )(













 
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dzdy
zy

f
dzdx

zx

f
dydx

yx

f

dz
z

f
dy

y

f
dx

x

f
fd































222

2

2

2
2

2

2
2

2

2
2

222

 

 وٌین:پغ ًثك هشاحل صیش ًَع ًمٌِ تحشاًی سا هـخق هیػ

),,(0( اگش1 000
2 zyxfd گاُ ًمٌِتاؿذ، آى),,,( 0000 uzyx  ٌِ(هیٌیون)ووی  

 اػت. ًؼثی

),,(0( اگش2 000
2 zyxfd گاُ ًمٌِتاؿذ، آى),,,( 0000 uzyx ٌِ(هاوضیون) تیـی  

 اػت. ًؼثی

),,(( اگش3 000
2 zyxfd گاُ ًمٌِتغییش ػلاهت دّذ، آى),,,( 0000 uzyx  صیي اػثی

 اػت.

),,(0( اگش4 000
2 zyxfd .آصهَى ًتیدِ ًذاسد ، 

 

 سا دس كَست ٍخَد تیاتیذ: صیشتاتغ  ًؼثی  (اوؼتشهن) فشیًٌِماى  . 3-7-3مثال

zxxyzyxzyxfU 2),,( 222  

 حل.















022

02

012

zf

xyf

yxf

z

y

x

 

1,
3

1
,

3

2
 zyx 

(پغ ًمٌِ      
9

8
,1,

3

1
,

3

2
(


 تحشاًی اػت. 

0,0,1,2,2,2  xzyzxyzzyyxx ffffff 
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dydxdzdydxfd 2222)1,
3

1
,

3

2
( 2222  

)22()(22 2222 dzdydxdydxfd  

حل آى  تاؿذ. حال تشايتِ كَست یه هؼادلِ دسخِ دٍم هی dxوِ ایي ػثاست تش حؼة     

 داسین:

)22(844 2222 dzdydyacb  

02,01612 22  adzdy 

,1(0تٌاتشایي ػثاست دسخِ دٍم ّوَاسُ هثثت اػت. دس ًتیدِ     
3

1
,

3

2
(2 fd  پغ

( ًمٌِ
9

8
,1,

3

1
,

3

2
(


  ًٌِؼثی اػت.(هیٌیون)ووی 

 

وویٌِ ٍ  (ضیونهاو)تیـیٌِ گاّی اٍلات  .(مشريط(اکسترمم)) فريىٍ  3-7-3تعريف 

),,(تاتغ  (هیٌیون) zyxf سا تا ؿشى),,( zyxh هـشٍى  (اوؼتشهن)فشیٌِیاتٌذ ٍ تِ آى  هی

),,,( یي هٌظَس تاتغاتِ هی گَیٌذ. zyxF وٌٌذ تؼشیف هی صیش سا تِ كَست: 

),,(),,(),,,( zyxhzyxfzyxF   

  آیٌذ: تذػت هی (اوؼتشهن)فشیٌِ یافتِ ٍ ًماى سا  ػپغ اص دػتگاُ صیش همذاس 















0

0

0

zz

yy

xx

hf

hf

hf







 

),,,(تاتغ zyxFگَیٌذ.سا تىثیشوي لاگشاًظ هی 

 

 ؿَد.آًْا تیـیٌِ  ٍ حاكلوشب 24ذد هثثت ًَسي تیاتیذ وِ هدوَع آًْا ػِ ػ 4.-7-3مثال 

  .حل

24),,(,),,(  zyxzyxhxyzzyxf 
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yzfx  ,   xzf y  xyf z  





















0

0

0

)24(),,,(









xyF

xzF

yzF

zyxxyzzyxF

z

y

x
 

xyzتا تؼَین خاي وٌذ. پغ، دػتگاُ دس ّشیه اص هؼادلات، كَست دػتگاُ تغییشي ًوی ,,

xyzًؼثت تِ ػِ هدَْل  دػتگاُ هی ؿَد: داساي خَاب تشاتش اػت ٍ خَاب ,,

64,8  zyx 

 

),,(تشاي تاتغ ػِ هتغیشُ   .پاسسیه()لا 4-7-3تعريف zyxf  ػثاست صیش سا لاپلاػیي

 گَیٌذ:

zzyyxx fffff  2 

  غ ّوؼاص( گَیٌذ.) تات ّاسهًَیهسا  fگاُ تاتغآى ، 0f وِدسكَستی     

 

),,(2223لاپلاػیي تاتغ .5-7-3مثال  xzyxzyxf  ( ٌِتیاتیذ.1ٍ  7ٍ 1سا دس ًم ) 

  .حل

2)1,0,1(,26,26 22  xxxxx fzyfxzxyf 

6)1,0,1(,6,6 22  yyyyy fzxfyzxf 

0)1,0,1(,0,3 22  zzzzz ffyxf 

80622  zzyyxx fffff  

 

222تا چِ ؿشًی تاتغ   .6-7-3مثال  32),,( bzyaxxzyxf  تاتغ ًَیهّاسه(

 اػت. ّوؼاص(
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 حل.

02تایذ تشاي ّوؼاص تَدى   f :تاؿذ 

afaxf xxx 222  

66  yyy fyf 

bfbzf zzz 22  

3026202  babaf 

 

 7-3تمريىات 

 ذ. ًؼثی تَاتغ دٍ هتغیشُ صیش سا دس كَست ٍخَد تیاتی (اوؼتشهن)فشیٌِ ًماى  -1

  1  )22 )1()(4),(  yyxyxfz    

  2 )16),( 223  yxyxyxfz  

  3  ))1(),( yxxyyxfz                                 

  4  )2)(),( yxyxfz  

ًؼثی تاتغ ػِ هتغیشُ (اوؼتشهن) فشیًٌِماى   -2
zy

z

x

y
xzyxfu

2

4
),,(

22

  

0,0,0 تا ؿشایي      zyx  دس كَست ٍخَد تیاتیذسا. 

yxzتاتغ  (هاوضیون) تیـیٌِ  -3 346  122سا تحت ؿشى  yx  .تیاتیذ 

14222اي تش وشًُمٌِ  -4  zyx تؼییي وٌیذ وِ ػثاستzyx 23 ٌِتیـی 

 ؿَد. (هاوضیون)    
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 يك تابع برداری ي ویريی پايستار (کرل) چرخٍي  (ًرشاوسديياگرايی )  3-8

BAfاگش دس تاتغ  (.تابع برداری ) 1-8-3تعريف :  ،هدوَػِتشد تاتغB ،ِصیش هدوَػ 

nR  1(تاؿذ( n گاُ آىf 3گَیٌذ هثلا تشاي اتغ تشداسي هیسا تn :داسین 

kyxPjyxNiyxMzyxfu


),(),(),(),,(  

 

گاُ تِ حاكلوشب یه تاتؼی تشداسي تاؿذ آى fاگش .( (ديًرشاوسياگرايی) ) 2-8-3تعريف 

fdivگَیٌذ ٍ تاهی  (دیَسطاًغ ٍاگشایی) fداخلی گشادیاى دس تاتغ تشداسي


ًـاى هی دٌّذ.  

 یؼٌی:

 kyxPjyxNiyxMk
z

j
y

i
x

ffdiv





),(),(),().(

.



















 

z

P

y

N

x

M
fdiv

















 

 

 :تیاتیذ )1,1,0(سا دس ًمٌِ صیش تاتغ تشداسي  (دیَسطاًغٍاگشایی) .1-8-3مثال 

kzxjyxiyxzyxf


2322 )(),,(  

  حل.

kzxjyixyf


3222  

zxyxyfdiv 3222 


 

2020)1,1,0( fdiv 

 

گاُ تِ حاكلوشب یه تاتؼی تشداسي تاؿذ، آى fاگش .(( کرلچرخٍ) ) 3-8-3تعريف 

fcurlگَیٌذ ٍ تا  f(وشلچشخِ)،   fخاسخی گشادیاى دس تاتغ تشداسي


  :دٌّذ ًـاى هی 
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PNM

zyx

kji

ffcurl
















 

 دسًتیدِ:

k
y

M

x

N
j

z

M

x

P
i

z

N

y

P
fcurl


)()()(





























 

       

kyzjxzixyzyxfتاتغ تشداسي  (وشلچشخِ) .2-8-3مثال 


22),,(   سا دس

 تیاتیذ. )1,0,1( ًمٌِ

  حل : 

kxzjixz

yzxzxy

zyx

kji

fcurl







)2()00()22(

22


















 

 دسًتیدِ:

kjifcurl


304)1,0,1(  

 

 سٍاتي صیش تیي دیَسطاًغ ٍ وشل تَاتغ تشداسي تشلشاس اػت: :  تًجٍ

         1       )                                                                0)(  gfdiv


  

2                                                                          )  0fcurldiv


  

        3                                                                     )   ffdiv


2)(                                                      

4        )                                                                      0)( fcurl


  

5       )                                        ffdivfcurlcurl


2)()(   
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 تشداسي تاتغ .)ویريی پايستار، تابع پايستار( 4-8-3تعريف

kzyxPjzyxNizyxMzyxF


),,(),,(),,(),,(  

),,(گَیٌذ ّشگاُ تاتغ ػذدي هاًٌذپایؼتاس سا  Dدس ًاحیِ ػادُ ّوثٌذ zyxf  یافت ؿَد

Ff وِتٌَسي


. ایي تاتغ ػذديf ًاهٌذ.سا تاتغ پتاًؼیل هی 

Fوِ تاتغتشاي ایي 


OFcurlتایذ ،پایؼتاس تاؿذ 


  

 

 ػت:صیش پایؼتاس ا تشداسيًـاى دّیذ وِ تاتغ  .3-8-3مثال

keyejexeiezezyxF xzzyyx


)()()(),,(  

   .حل

 OkeejeeieeFcurl yyxxzz 
 )()()( 

Fتشداسي پغ تاتغ


 پایؼتاس اػت. 

 

 

 9-3تمريىات 

 :سا تیاتیذصیش تاتغ تشداسي  (دیَسطاًغٍاگشایی)ٍ  (وشلچشخِ)  -1

kzxyjxyziyzxzyxf
 222),,(  

kzjyixzyxfاگش  -2


22 32),,(  یَسطاًغ تاتغ تشداسيد)ٍاگشایی(گاُ آىf  سا 

 ( تیاتیذ. 1ٍ1ٍ1)ًمٌِ  دس    

 سا اثثات وٌیذ. 2-5-3گاًِ ریل هثال پٌحّاي تؼاٍي -3

 سا تیاتیذ.3-8-3 تاتغ پتاًؼیل هثال -4
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 مثال َای حل شدٌ 

ttfyxyxgاگش -1 ln)(,),( 2 گاُتاؿٌذ، آى),)(( yxfog تیاتیذ. سا 

 حل.    

  )ln()(),(),)(( 22 yxyxfyxgfyxfog  

 

xxfzyxzyxgاگش  -2 1222 sin)(,4),,(  ،تاؿٌذ 

    ),,)(( zyxfog .سا تیاتیذ 

 حل.   

 

4sin

)4(),,(),,(

2221

222





 zyx

zyxfzyxgfzyxfog
 

 

22ؿیة خي هواع تش هٌحٌی فلل هـتشن ػٌح -3

2
1 224 yxz  ِتا كفح  

    2y ٌسا تیاتیذ. )3,2,2(ِدس ًم  

 .حل    

تشاتش همذاس ؿیة خي هواع    
x

z




 پغ: دس ًمٌِ هَسد ًظش اػت، 

32

1

122

2
)3,2,2(

2242 22



















x

z

yx

x

x

z
 

 

  هتش1/0ٍ هخاهت 2ٍ ؿؼاع داخلی 6ي هؼتذیش لائن تایذ استفاع ایه تـىِ تؼتِ اػتَاًِ -4

 یٌِ تمشیثی فلض دس ّش هتش هىؼة تاؿذ، ّض تَهاى 17تِ تاؿذ. اگش تْاي فلض تىاس سفتِ داؿ    

 ػاختي ایي تـىِ چمذس اػت؟ تىاس سفتِ تشاي    
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 .حل    

    
dhrdrrhdh

h

V
dr

r

V
dV

r
h

V
rh

r

V
hrV

2

22

2

,2



























 

 2/3)2/0()2()1/0)(6)(2(2 2        

 

 اگش  اًتی هتش دلیمٌذ.ػ02/0ػاًتی هتشًذ. ایي اًذاصُ ّا تا  15 12ٍ 17ٍاتؼاد یه خؼثِ  -5

 سا تٌَس تمشیثی تیاتیذ. حذاوثشّا حؼاب ؿَد، خٌاي تا ایي اًذاصُ حدن خؼثِ    

 حل.    

dz
z

V
dy

y

V
dx

x

V
dVxyzV














 , 

dzxydyxzdxyzdV  

39)02/0)(12)(10()02/0)(15)(10()02/0)(15)(12( cmdV  

 

 تافشم -6
222

1
),,(

zyx

zyxf



 وٌیذ: یكاُ كحت تؼاٍي صیش سا تحمگ، آى  

       4222 ),,( zyxffff zyx  

 حل .

2
3

2
3

2
3

)(

)(

,

)(

222

222222

zyx

z
f

zyx

y
f

zyx

x
f

z

yx















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     
22223222

222
222

)(

1

)( zyxzyx

zyx
fff zyx







 

 دسًتیدِ:

       4222 ),,( zyxffff zyx  

 

),,()2cos(دستاتغ -7 zxyzyxf همذاسxzyf .سا تیاتیذ 

 .حل      

    

)2sin(2)2cos(2

)2cos(2

)2sin(

zxyxyzxyf

zxyyf

zxyyf

xzy

xz

x







 

 

),(دها دس ًمٌِ -8 yx  22یه كفحِ هؼتٌیلی تا),( yxyxT  ؿَد. هیضاى  هؼیي هی 

ِّا صاٍیxدس خْتی وِ تا خْت هثثت هحَس  )4,3(تغییش دها دس ًمٌِ      
3


 ػاصد  سادیاى هی 

 یاتیذ.تسا      

 .حل     

jijiu


2

3

2

1

3
sin

3
cos 


 










yT

xT
yxyxT

y

x

2

2
),( 22 

jyixjTiTyxT yx


22),(  

  yxjyixjiyxTuyxTDu 322.
2

3

2

1
),(.),( 
















 

343)4,3( TDu 
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19222هؼادلِ كفحِ هواع ٍ خي لائن تش ػٌح  -9  zyx  ٌِ1,2,2(سا دس ًم( 

 تیاتیذ. 

  .حل    

019),,( 222  zyxzyxf 

xf x 2  4)2(2  Pxf  

yf y 2  422  Pyf  

zf z 2  212  Pzf  

:هؼادلِ كفحِ هواع   

0)1(2)2(4)2(4  zyx  

      :هؼادلِ خي لائن 

    
2

1

4

2

4

2 







 zyx
 

 

 ؿَد. ب آًْا حذاوثشٍ حاكلوش 18َع آًْا ػِ ػذد هثثت ًَسي تیاتیذ وِ هدو -11

  .حل    

18),,(,),,(  zyxzyxhxyzzyxf 

yzf x  ,   xzf y  ,  xyf z  






























)3(0

)2(0

)1(0

0

0

0













zxyz

yxyz

xxyz

xy

xz

yz

 

xyz چَى ػِ هتغیش      خاتدا ؿًَذ، دػتگاُ تالا تغییش ًوی وٌذ، تٌاتشایي  تذٍ دٍ,,

    zyx  :6 ٍ اص آى ًتیدِ هی ؿَد zyx 
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تا فشم  -11
222

1
),,(

zyx

zyxfu



 ًمٌِهیضاى تغییش آًشا دس  گاُآى  

    )1,2,2(  دس خْت تشداس ٍkji
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)1,2,2(خْت تیـتشیي هیضاى تغییش تاتغ دس ًمٌِ 11دسهثال -12  سا تیاتیذ. 
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yzxaxzaxyzyxfuسا دس تاتغ aهمذاس -13 2322),,(  ٌتیاتیذ وِ  اىچ 

 تاؿذ. (ّاسهًَیهّوؼاص )( 1ٍ  1ٍ 1) تاتغ دس ًمٌِ        

 .حل    

yzaxfxyzaxzayf xxx  6,3 222 

222 2,2 axzfzxaxyzf yyy  

222 2,2 axyfyxzaxyf zzz  
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kzjyxiyxzyxfتاتغ تشداسي  (دیَسطاًغ) ٍاگشایی -14


2222 3)(3),,(   سا

 تیاتیذ.  )2,1,1(س ًمٌِ د

 حل.

kzjyixyf


626 2  

zyxyfdiv 626 2 


 

 پغ:    

201226)2,1,1( fdiv 

 

kyzjxziyxzyxfتاتغ تشداسي  (وشل ) چشخِ -15


 22 سا دس ًمٌِ  ),,(2
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)0,1,1(سا دس ًمٌِ   صیش تاتغ تشداسي (دیَسطاًغٍاگشایی ) ٍ (وشل) چشخِ -16  .تیاتیذ ٍ 

  تشسػی وٌیذ.آى ًمٌِ ػپغ پایؼتاس تَدى تاتغ سا دس     
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 تمريىات

 داهٌِ ٍ تشد تَاتغ ػِ هتغیشُ صیش سا تیاتیذ: -1

),,(2229( الف     zyxzyxf  

zyxzyxf( ب     111 tancossin),,(   

),,()(2( ج      zyxzyxf 

ttfاگش  -2 ln)(  ٍyxyxg   ػت هاتٌِ ٍ داهٌِ تاتغ اهٌلَبتاؿٌذ،  ),(2

    ),)((),( yxfogyxh . 

xxfاگش -3 1sin)( ٍ4),,( 222  zyxzyxg ،ػت   اهٌلَب تاؿٌذ 
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),,(322وِتا فشم ایي  -9 zyzyxzyxf ًـاى دّیذ ،: 
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22تا فشم -12 yxu  ًـاى دّیذ وِ تاتغ ،)( 22 yxfxyz   دس تؼاٍي 

 وٌذ:صیش كذق هی    
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yxyxfًـاى دّیذ وِ تاتغ  -13 sinsinh),(   ِدس هؼادل
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 كذق  

 وٌذ.هی    

xyyeyxfػت تیـتشیي همذاس هـتك خْتی تاتغ اهٌلَب  -14 xy ),(  ٌِدس ًم 

    )2,0(. 

xyzyxzzyxfتاتغ ػِ هتغیشُ  -15  223  گشادیاى ٍ تشداس هفشٍم اػت. ),,(22

)1,1,1(تاتغ سا دس ًمٌِ هیضاى تغییشات       دس خْت تشداسkji


  .تیاتیذ 

 هؼادلات هتماسى خي هواع تش هٌحٌی هـتشن ػٌَح تِ هؼادلات  -16

    4923 222  zyx ٍ022 222  zyx  ٌِ2,3,3(سا دس ًم( .تیاتیذ 

 وٌین.لٌؼِ اٍل سا تِ ؿىل یه هشتغ، لٌؼِ سا تِ ػِ لؼوت تمؼین هی Lػیوی تِ ًَل -17

 الاهلاع خن هیدٍم سا تِ ؿىل یه دایشُ ٍ لٌؼِ ػَم سا تِ ؿىل یه هثلث هتؼاٍي    

 دایشُ ٍ هثلث یىثاس  وٌین.سٍؽ تشیذى ػین چگًَِ تاؿذ تا هدوَع  هؼاحتْاي هشتغ ٍ    

 ؿَد. )وویٌِ(ٍ یىثاس هیٌیون )تیـیٌِ(هاوضیون    
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),,(2222سا دس تاتغ aهمذاس -18 zaxzyaxzyxf             ٌِچٌاى تیاتیذ وِ تاتغ دس ًم 

 تاؿذ. ) ّوؼاص(( ّاسهًَیه1ٍ  7ٍ 1)    

ٍ ػپغ تاتغ پتاًؼیل سا دس كَست ٍخَد ًـاى دّیذ وِ تاتغ ًیشٍي صیش پایؼتاس اػت  -19

 تیاتیذ:

kyzjzyxiyxzyxF
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)22()sin()3cos2(),,( 22  

 

 

 

 

 

 

 

 

 


